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Limesi i derivacije



Poglavlje 1
Limesi 1 derivacije

1.0.1 Limesi

Limes funkcije f(z) kada z teZi nekoj tocki a (ovdje a moZe oznacavati i £00)
mozemo intuitivno shvatiti kao vrijednost kojoj funkcija f tezi kada z ide u a.
Oznagavamo ga sa lim,_,, f(z) 1 on mozZe, ali i ne mora postojati.

Zadatak 1 Odredite sljedeée limese:
(a) lim,_ :L%H

(c) lim,_,o(sinx)
Rjesenge:

(a) Ako z ide u oo, onda 22 + 1 ide takoder u oo pa imamo

: 1 »n o 1 _
"ch—{go 2 +1 0 0
(b) Funkcija f(x) = m je dobro definirana u nuli pa samo uvrstimo

x = 0 i dobivamo

. 2 2
lim = —
=0zt +6x+2 04+04+2

(c) Analogno kao i gore:

lim (sinz) = sin 2

r—2
Vrijedi sljedece: ako postoje limesi lim,_,, f1(2) i lim, ., f2(z), onda
1) lmg—qo(fi(z) + f2(2)) = limg—q f1(2) + limg—q f2(2),
2) lim, ., fl(x)fZ(x) =limg;_.q fl(x) limg g f2(m)7



3) lim,_q ﬁgi; _ limg—q f1(x) ako limg_.q fo(z) # 0.

limg —q f2(z)
Zadatak 2 Nadite sljedece limese koristeéi gornja svojstva limesa:
(a) limg_y =L - (22 + Tz — 3)
(b) Tim,_3(e” + 2v/32)

(c) Tim, o 20

Rjesenge:
(a) Imamo:

-1 —1

lim “—— - (2% + 7o — 3) = lim “——= - lim (¢ + 7z — 3) =

lim —— - (lim (x )+hml(7x—3)):f~(1—|—4):0-5:0
r—

z—1 2 r—1 2

(¢) Imamo:

2x + 6 limg—o(2z + 6)
1m = = =
=023 +x+1  limg_o(xd+2+1)
_ 046 _6_
S 0+0+1 1

Ako trazimo limes kvocijenta dvaju polinoma u x kada x — oo, preporucljivo
je oba ¢lana kvocijenta prethodno podijeliti sa ™ gdje je n najveéa potencija
tih polinoma. analogno postupamo i u mnogim slucajevima razlomaka sa ira-
cionalnim izrazima.

Ako su, nadalje, P(x) i Q(x) polinomi i P(a) # 0 ili Q(a) # 0, limes

lim P(z)
v—a Q(z)

dobivamo direktno. U sluc¢aju da P(a) = Q(a) = 0, razlomak % dijelimo sa

(x — a) onoliko puta dok ne dodemo u situaciju gdje moZzemo ratunati direktno.

Zadatak 3 Izracunajte:

(a) lim, o 27207 0L () i, o 222t
. 2245 : VT
. 3_ ) 2_

(¢) limg,_.o 247?;13 (g) limy_., %
. 3, 2., .

(d) limy,—y 55505 (M) limg1 725 = 7

Rjesenge:



(a) Dijelimo s najveé¢om potencijom od z i brojnik i nazivnik, a to je ocito z°:

g 22062843041 2+ 5 +%+ % _2_,

jer faktori oblika -5 gdje je a neka konstanta a n prirodan broj o€ito idu
u nulu ako x ide u oo.

(c) Oba polinoma (i onaj u brojniku i onaj u nazivniku) poprimaju konkretnu
vrijednost za x = 2. Kako vrijednost nazivnika nije nula, limes dobivamo

direktno:
x3—3x+2_23—3'2+2_ 4

li - -
elb gt 4z +3 28—4.243 11

(e) Ovdje suza x = 1ibrojnik i nazivnik nula. Dijelimo, dakle, oiba polinoma
sa ¢ — 1 i dobivamo:

. 234?413 . (=1 (z* +22+3)

lim = lim =

e—123 =322 +40 -2 21 (z—1)(2? — 22+ 2)
. x4 2x+3  1+2+43

= lim = =
e—1g2 —2r+2 1-2+42

6

Limese koji sadrze iracionalne izraze mozemo ¢esto dovesti u racionalni oblik
uvodenjem nove varijable. Drugi nacin rjeSavanja takvih limesa je prebacivanje
iracionalnosti iz brojnika u nazivnik ili obrnuto.

1. Izracunajte:

(a) limg—; 11:73\% () limy oo (v +1 — /1)

(b) lim,,_, Vo2V (£) lim, oo (v/2(x + @) — 2)

(C) hmw—>0 w (g) hma:—»oo -T( \% 2 +1— l‘)

(d) limy, o Y2Hh=vE (h) limg—oo(z + V1 — 23)
Rjesenje:

(a) Koristimo jednakost 1 —z = (1 — /z)(1 + /= + V22) za racionalizaciju:

—r o (0-2) Ve Ve?) (o)t Vet Va?)

lim = lim =1

21— Yz el (- Va) (Lt Vot Vad) e 12
:1iml(1+€/:?+€/x7):3

(f) Opet racionaliziramo:

lim (v/z(z +a) — ) = lim (mfx)( vz +a)+)

Z—00 £—00 ( a:(x + a) + $)
z(x+a)—a® ax

= m ———
z—oo \Jx(x+a)+x oo\ Jr(x4a)+ax




Tu je najveca potencija u brojniku i nazivniku z pa dijelimo s tim:
. azx . a a
m —7)])m = |Im — — —

oo \/x(z+a)+x  roee I+ 241 2

Za ratunanje limesa korisne su sljedece formule:

sinx __
x _1’

(ii) limy—oo (14+2)" =€, lim_o(1+2)% =e.
Neka je f(z) pozitivna funkcija u nekoj okolini tocke a (a # z). Pri odredi-

vanju limesa oblika
lim (f(2))*) = C,

r—a
vrijedi sljedece:
1) ako egzistiraju konac¢ni limesi

lim f(z) =A>0 i lim g(x) = B

gdje je 0 < A< 4o00i—00 < B < +00o tada je C = AB.

2) ako je limg_,q f(x) = A # 11 lim,_,, g(z) = +oo onda C pronalazimo
neposredno,

3) akojelimy_,, f(z) = 1ilim,_,, g(z) = 00, onda stavljamo f(z) = 1+a(z)
gdje a(r) — 0 kada z — a i prema tome

a(2)g(x)
C = lim [(1+a(x)) = | !

r—a

_ elimzﬂa a(z)g(z) _ elimzaa(f(r)*l)g(m).
Koristeéi gornja pravila lako dobivamo da je opéenito

k xT
lim (1 + ) =",
r—00 x

Zadatak 4 Izracunajte:

2

(a) lim, o 5232 (e) limg_y 52

(b) lim,_, tenz=sine (f) im0 75032

(¢) lim,_ 5 15205z (9) lima—o it

(d) 11In:v~>0 17\;@ (h) hmw*)O %

Rjesenje:
(a) Koristimo lim,_o 32% = 1:

lmsint’mc:. 51‘%:?11 %:§1:§
z—0 sin Tx z—0 Ty % 7 z—0 % 7 1 7



(b) Imamo:

. i 1 l—cosx
lim tanz —sinz lim sinz(-7 —1) — im sin z(=S2%)
z—0 3 z—0 3 z—0 3
. 1 x
. . ) sin g SI°— 5
. sinz(l — cosx) 2sinxsin® § i "
= lim N = T S — =8 lim
a—0  z3cosx x—0 z3cosw z—0  COSX

jer cos0 = 1.
Zadatak 5 Izracunajte:
. 1 xz+1
(a) lim, (%)

2z

x2

(¢) limg_o(1 + sinz)*

Rjesenge:

(4) tim, _o (522223 )

. — 42
(e) lim, (rT—B)

(f) hmw—>0(COS J,‘) %

(a) Ovo je slucaj (1) kod limesa oblika lim,_,(f(x))9® = C:

1. r—1 :E+1_1. B 1 :L’+1_ 1 2_
i\ 22 -1 M T \ar “\2) 71

(e) Ovo je slucaj (3) jer imamo ocito 1°°.

-1 x+2
lim ( ) = lim <
1+ 1
xz+3

Ako egzistira i pozitivan je lim,_.,

lim (In f(z))

r—a

= lim
r—00

Pomoc¢u toga odmah dobivamo

lim

z—0

In(l +2) = lim (In(1 + )
T z—0

Zadatak 6 Izracunajte:
(a) lim, 4 oo (In(22 + 1) — In(z +

(b) limy 0o z(In(x + 1) — Inx)

. 11r1(1:2 —z+1)
(¢) limg 0 (@0 Fa+1)

arcsin ——f—

o — =
-5 x+3

= lim e

Tr—00

r+3—4 o2 .
_ = lim (1+(—
r+3 T—00

x+2

f(z), onda

= In(lim (x).

%) = ln(lir%(l —|—Jc)%) =Ilne=1.

2))  (e) limg—o “5

x

(F) lim, g <=

—x

(g9) lim,_o l-e

sin x

(h) limg_q <hp=1




Rjesenje:

(a) Koristeéi svojstva logaritamske funkcije dobivamo:

Tr—+00 T—00 €T

. . 2z 41 . 2x+1
lim (In(2x+1) —In(zx+2)) = lim ln( +2> =In lim ) =In2

(e) Imamo:
.oa®*—1 . B I+ 1) t
whg}) . {a —1=t, = }tg%ln(“_l) =lIna

Ina

1.0.2 L’Hospitalovo pravilo

L’Hospitalovo pravilo: koristi se za neodredene oblike tipa % i 2. Drugim

o0
rijeCima, ako imamo f i g funkcije takve da % tezi ka % ili 22 ako z — a,
onda je
!

lim —f(x) = lim (@)

e—a g(z)  a—a g'(z)
pod uvjetom da limes kvocijenta derivacija postoji.
f'(x)
g'(z)
dva navedene tipa i f'(x), ¢’(z) udovoljavaju ranije navedenim zahtjevima za
f(z) i g(x), onda se moze prijeéi na kvocijent drugih derivacija itd.

Ako razlomak

iznova daje neodredeni oblik u toc¢ki x = a jednog od

Da bi nasli vrijednosti neodredenog oblika 0 - co pretvaramo odgovarajuéi
produkt fi(z) - fa(x), gdje je lim,_, f1(z) = 01 lim,_, fo(x) = 0o, u razlomak

oblika F ( ) 0 I ( )
1\T . - 2T g OO
(obhk 0) ili (obhk 7) .

1 1 00

fa(x) f1(x)

U slu¢aju neodredenog oblika oo—oo treba odgovarajucu razliku fi (z)— fa(x)
pretvoriti u produkt f () (1 — ﬁgg) i rijesiti prvo neodredeni oblik ;2(933 Ako

1(z)°
je kojim sluc¢ajem lim,_., % = 1, onda razliku f;(z) — f2(z) pretvaramo u

1— J2(z)
— L@ (oblik 8) .
fi(z)

Zadatak 7 Koristeéi L’Hospitalovo pravilo izracunagjte:

(a) limg oo & (e) limaz (5 — 7s)
(b) i, 530 () tims 1 (525 - 55)
(c) Tim, o tanz=sina (9) Ty ool — In )

(d) lim, 1 lnzIn(x — 1) (h) limg_ o0 2+

Rjesenje:



(a) Ovo je otito situacija 22 pa primjenjujemo L’Hospitalovo pravilo i
dobivamo
xT xT xr

. € . e . e
lim —2:L’H: lim — =L'H=lim — =
r—oo I Tr—00 LI Tr— 00

jer (e®) = e*, (2?) = 2z i kona¢no (2x)" = 2

(c) Ovo je slucaj g, primjenjujemo L’Hospitalovo pravilo:

. 1 3
. tanx —sinx . —3— —COST . 1 — cos
hmi,zL’H:hmbzhm2—3—
z—0 x —sinx z—0 1—cosx xz—0 COS“ T — COS° T
, . 3cos? zsinx . 3cos? x 3
=L'H = lim - 5 = lim 5 = =
z—0 —2cosxsinx + 3cos?zrsinx z—0 —2cosx + 3cos® x —2+3

1.0.3 Deriviranje funkcija

Derivacijom f’(zq) funkcije f u to¢ki xo nazivamo limes kvocijenta M

kada h tezi u nulu, odnosno

ako taj limes postoji. U tom slucaju kazemo da je funkcija f derivabilna u tocki
Zo.

Vrijednost derivacije f/(zo) daje koeficijent smjera tangente u tocki xg na
graf funkcije f. Odredivanje derivacije nazivamo deriviranjem funkcije.

Zadatak 8 Koristeéi definiciju derivacije, izracunajte derivaciju sljedeéih funkcija:

a) f(r) ==,
b) f(x) =2,
c) f(x) =V,
d) f(z) =sinz.

Rjesenge:
(b) Trazimo derivaciju u toc¢ki zg. Imamo:

f(zo+h) = f(zo) (zo + h)? — (0)?

%,112) h - ]’11,112) h -
3+ 3x3h + 3zh? + b3 — 2}
_ Ain%) xg + 3zgh + zo + Ty _ }llin%)(?)xgh—i—?):voh—i- h?) = 322

Znadi, opéenito mozemo re¢i da je (23)’ = 322, odnosno derivacija funkcije
23 je funkcija 3z2.

Osnovna pravila deriviranja: Neka je ¢ konstanta a f i g funkcije koje
imaju derivacije. Onda je

3



1) () =0,

2) (z)' =1,

3) (fg)=f=+4,
4) (cf) =cf’,

5 (f9) =f'a+1d,

6) (£) = L2 (g£0).

Zadatak 9 Izracunajte derivacije sljedeéih funkcija koristeéi gornja pravila:

(a) f(x) = 2° + 22 + 22 (e) f(z) = 6sinz + cosz
(b) f(x) = az® + ba® + cx +d (f) f(z) = 22 tanz
(c) f(x) = 7z +1n2 (9) f(@) = (a° + 5x)e”
() f(x) = 22t (h) f(x) =Inzarcsinz + Snetoos
Rjesenje:
(¢) Imamo:

(6sinz + cosz) = (6sinz) + (cosz) = 6(sinz) —sinz = 6cosz — sinz

(g) Imamo:

(2 4 5x)e”) = (2® 4 5x)'e® + (2% + 5z)(e”) = ((x3) + (52)")e” + (2® + bx)e” =

= (322 4 5)e® + (23 + 5z)(e”)

Pravilo deriviranja slozenih funkcija: Ako je h = fog slozena funkcija,
a funkcije f 1 g imaju derivacije u g(x), tj «, onda je

(fog)(x)=f(g9(x) ¢'(x)
ili krace

(fog) =(fog) 4.

Zadatak 10 Izracunajte derivacije sljedeéih funkcija:

(a) f(z) = [Sine=cons (¢) f(z) = VIT T T+ InyE +

(b) f(z) = cos(ze® + ?) (f) f(t) =t*sine’

(¢) f(x) = 2?1077 +0" () ) = (2225)"

(d) f(z) = In(4sinx — arccos 2z) (h) f(x) = arctan 2.,
Rjesenje:



(b) Imamo:
(cos(ze®+2?)) = —sin(ze®+2?) (ze”+2?) = — sin(ve” +22)(e”+ae”+21)

(h) Deriviramo:

< . 3+ ) 1 ( 3+ >
arctan = =
V 2 +1 14+ 3+ 2 2 +1
Vr24+1
B 1 (*+2) Va2 +1— (2® +z) (Va2 + 1)
- (z34x)2 2 -
1 + w2+1 T + 1

1
:x2+1+(333+x)2 <(

T
322 +1 :c2+1x3+x>
) (@ +2) )

Zadatak 11 Izracunagte f'(z) ako je
(¢) flx)=lz[,  (b) fle)=zlzl,  (c) f(z)=Infz]
Zadatak 12 Izra¢unajte f'(z) i f'(0) ako je f(z) = e > sin 3.
Rjesenje: Imamo
f'(x) = (e7*"sin3x)" = —5e "% sin 3z + 3¢ " cos 3z

i specijalno je vrijednost derivacije u tocki x = 0 jednaka
1(0) = —5¢e%sin 0 + 3¢° cos 0 = 3.

Zadatak 13 PokaZite da je f'(z) = —— ako je f(z) =Intan (£ + Z).

Zadatak 14 Pokazite da je ((sinz)” cos(nz))’ = nsin™ 'z cos(n + 1)z.

Zadatak 15 Pokazite da funkcija y = xe™™ zadovoljava diferencijalnu jed-
nadzbu zy' = (1 — x)y.

Rjesenje: Trazimo derivaciju zadane funkcije, v/ = (ze™*) = e % — ze™".
Sada lijeva strana jednakost xzy’ = (1 — x)y izgleda:

2y =x(e® —xze ) =z (1 — 1)

dok desna daje
l-2)y=(1—-x)ze™

To je otito isto stoga zakljuCujemo da vrijedi zy’ = (1 — x)y, odnosno y zado-
voljava danu diferencijalnu jednadzbu.



